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О НЕКОТОРЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ ГАММА-ФУНКЦИИ 
 
Аннотация. 
Актуальность и цели. Одной из важнейших функций, выраженных несоб-

ственным интегралом, содержащим параметр, является гамма-функция. Она 
естественно возникает во многих областях современной математики и прило-
жениях. Особая роль этой функции в математическом анализе определяется 
тем, что через нее выражаются важные определенные интегралы, суммы рядов 
и бесконечные произведения. В последнее время усилия многих авторов 
направлены на получение различных оценок этой функции. Цель настоящей 
работы состоит в получении одного из возможных разложений гамма-функции 
в бесконечное произведение и анализ этого представления. 

Материалы и методы. Используются подходящие интегральные представ-
ления функций, различные свойства сходящихся несобственных интегралов  
с параметром и их предельное поведение. При этом применяется метод мате-
матической индукции. 

Результаты и выводы. Получено определенное представление гамма-
функции в виде бесконечного произведения в некоторой точке. Анализ полу-
ченных результатов позволил установить связь между гамма-функцией и рас-
пределением Пуассона. 

Ключевые слова: гамма-функция, константа Эйлера, бесконечное произ-
ведение, дифференцирование несобственного интеграла по параметру, двусто-
ронние оценки гамма-функции, предельное поведение интеграла. 
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SOME REPRESENTATIONS OF THE GAMMA FUNCTION  
 
Abstract. 
Background. One of the most important functions, expressed by an improper in-

tegral containing a parameter, is the gamma function. It occurs naturally in many ar-
eas of modern mathematics and applications. The special role of this function in 
mathematical analysis is that some important definite integrals, infinite series and 
infinite products are expressed through it. In recent years, the efforts of many au-
thors have been aimed at getting different estimates of this function. The purpose of 
this paper is to make one of the possible decompositions of the gamma function into 
an infinite product and the analysis of this representation. 

Materials and methods. The authors used suitable integral representations of 
functions, various properties of convergent improper integrals with a parameter and 
their behavior in the limit. Herewith, the mathedo of mathematical induction was 
applied.  

Results and conclusions. The researchers have obtained some representation of 
the gamma function as an infinite product at some point. The analysis of the ob-
tained results allowed to establish a connection between the gamma function and the 
Poisson distribution. 

Key words: gamma function, Euler's constant, infinite product, differentiation of 
an improper integral by a parameter, two-sided estimates of the gamma function, 
behavior of an integral in the limit. 
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Введение 

Гамма-функция Эйлера при 0x >  задается формулой 

 1

0

Г( ) t xx e t dt
∞
− −=  .  (1) 

Это соотношение было получено Адриен Мари Лежандром из ориги-
нального определения Леонарда Эйлера 

1 1

0

1
Г( ) ln

x

x d
−

 = τ τ   

при помощи замены 
1

lnt =
τ

. 

В настоящее время именно соотношение (1) Лежандра рассматривается 
как классическое определение гамма-функции. Ему же принадлежит название 
и обозначение Г( )x . 

Важнейшая роль гамма-функции в математическом анализе определя-
ется тем, что через нее выражаются многие известные определенные интегра-
лы, бесконечные произведения и суммы рядов. Кроме того, она широко ис-
пользуется в теории специальных функций, аналитической теории чисел, ма-
тематической статистике и других областях математики. Среди работ, посвя-
щенных гамма-функции, выделим классические [1, 2]. Отметим также очень 
полезную статью G. K. Srinivasan [3], где приведена подробная историческая 
справка и изложены основные свойства гамма-функции. 

В последние годы усилия многих авторов направлены на установление 
различных неравенств для гамма-функции. Укажем, например, на двойное 
неравенство, полученное в 2007 г. X. Li и Ch. P. Chen в работе [4]: 

1

2

1 1
Г( )

xx

x x
x x

x
e e

−−γ

− −< < , 

где 0,577215...γ =  – эйлерова константа. 

Кроме того, отметим оценки, полученные в [5]: 

( ) Г( 1) ( )

Г( 1)Г( 1)

x y x y

x y x y
x y x y x y

x yx y e x y

+ ++ + + +≤ ≤
+ +

. 

Много других интересных неравенств получено в статьях [6–10]. 

1. Формулировка основных результатов 

Целью настоящей работы является получение разложения гамма-

функции в виде бесконечного произведения в точке 
q

p
, где 0 q p< < . Кроме 

того, будет установлена связь между гамма-функцией и распределением 
Пуассона. 
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Сформулируем основные результаты данной работы. 
Теорема 1.1. При 0 q p< <  справедливо равенство 

 
( )( )(2 )(3 )... ( 1)

Г lim
2 3 ...( 1) sin

q

p

n

p q p q p q n p qq
n

qp p p p n p
p

→∞

− − − − −  π= ⋅ ⋅  π⋅ ⋅ − 
.  (2) 

Доказательство сформулированной теоремы опирается на подходящее 
интегральное представление функций и различные свойства сходящихся  
несобственных интегралов с параметром. Отметим, что в [1] приведена фор-
мула 

!
Г( ) lim

( 1)...( )

x

n

n n
x

x x x n→∞
=

+ +
. 

При этом вывод этого равенства основывался на логарифмической вы-
пуклости интеграла (1). 

Хорошо известно, что гамма-функция естественно возникает во многих 
важных статистических распределениях. Например, плотности распределе-
ний Стьюдента и хи-квадрат имеют соответственно вид 
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где n, k – число степеней свободы.  
Среди других распределений, содержащих гамма-функцию, можно от-

метить бета-распределение, распределение Вейбулла и гамма-распределение. 
Следующее утверждение показывает, что гамма-функция тесно связана 

не только со статистическими, но и дискретными вероятностными распреде-
лениями. 

Теорема 1.2. При 1λ <  имеет место соотношение 

 ( ) ( )
1

1

Г lim 1 1 ( )
sin

n

n s

s
P n n e

−
λ

→∞ =

π λ = ξ = − ⋅ − ⋅ λ λπ 
∏ ,  (3) 

где ξ – случайная величина, распределенная по закону Пуассона с парамет-
ром λ. 

2. Доказательство теоремы 1.1 

Предварительно сформулируем и докажем несколько вспомогательных 
утверждений. 

Лемма 2.1. При наложенных ограничениях на p и q справедливо равен-
ство 
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Доказательство. Запишем левую часть соотношения (4) в виде 

 

1

1 1

0 0 0

1

1 1

q

q q q

p p p p p p

y
y y x yx

dy dy d
xx y x xy y

x x

−
∞ ∞ ∞− −

 
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   

   .  (5) 

Согласно [11] 

 
1

0
1 sin

q

p
t

dt
qt p
p

∞ − π= π+ .  (6) 

Таким образом, из (5) и (6) вытекает равенство (4). 
Лемма 2.1 доказана. 
Заметим, что при 0x a≥ >  интеграл в левой части (4) не имеет особен-

ностей в нуле и на бесконечности. Кроме того, выполнены все условия, обес-
печивающие возможность дифференцирования по х под знаком интеграла. 

Дифференцируя обе части равенства (4), имеем 

( )
( )

1
1

2 1
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q
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y
p x dy p q
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Отсюда 

 

( )
1

2 2
0

1

sin

q

p qp p

y p q
dy

qp x px y
p

∞ −

−
− π= ⋅ ⋅ π

+
 .  (7) 

Из последнего равенства вытекает, что 
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1
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Следовательно, 
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3 3
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y p q p q
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p
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Равенства (7), (8) позволяют предположить, что справедливо следую-
щее утверждение. 

Лемма 2.2. При наложенных ограничениях на p и q справедливо равен-
ство 
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Доказательство. Соотношения (7), (8) показывают, что равенство (9) 
выполняется для 2, 3.n =  Предположим, что оно справедливо для n k= . По-

кажем, что (9) будет выполняться для 1n k= + . 
Положим в (9) n k=  и продифференцируем обе части по х, тогда 
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Лемма 2.2 доказана. 

Положим в (9) 
p

x n= . При этом значении х соотношение (9) принима-
ет вид 
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Исследуем предельное поведение при n→∞  интеграла в левой части 
(10). 

Лемма 2.3. При 0 q p< <  справедливо равенство 
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1

0 0
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1

pq
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dy y e dy

y
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Доказательство. Используя свойство интеграла и неравенство тре-
угольника, для любого 0L >  получаем 
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1 1 1

0
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y e dy y e dy y dy

n n

− −∞ ∞
− − − − −
     ≤ + − + + +           

   . (12) 

При 0α >  справедливо неравенство (1 )n n+ α > α . Поэтому последнее 

слагаемое в правой части (12) допускает оценку 
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Так как p q> , то интеграл в правой части (13) не имеет особенности на 

бесконечности. Следовательно, 
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Несобственный интеграл 1

0

pq yy e dy
∞

− −  сходится, и выполняются соот-

ношения (13), (14). Поэтому для произвольного 0ε >  можно выбрать L столь 
большим, что 
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. Следова-

тельно, можно выбрать n настолько большим, что 
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Утверждение леммы 2.3 следует из неравенства (12) и оценок (15), (16). 
Опираясь на утверждения лемм 2.1–2.3, завершим доказательство тео-

ремы 1.1. 
Согласно [11] имеем 
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где 1

0

Г( ) t xx e t dt
∞
− −=   – гамма-функция. 
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Из (10), (11), (17) получаем, что 
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Теорема 1.1 доказана. 

3. Доказательство теоремы 1.2 

Положим в равенстве (2) 1q = , 
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= λ , тогда 

( )

1
1

1

1

Г lim
( 1)! sin

n
n

s

n

s

n
n

−
−

λ=
→∞

 λ − λ  πλ = ⋅ ⋅
− λπ

∏
, 
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Пусть ( )ξ = ξ ω  – дискретная случайная величина, распределенная по 

закону Пуассона с параметром λ, тогда 

 ( )
1

1
( 1)!

n e
P n

n

− −λλ ⋅ξ = − =
−
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где ( )P A  – вероятность события А. 

Соотношение (19) позволяет равенство (18) записать в виде 
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Теорема 1.2 доказана. 
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